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Аннотация. Рассмотрено разностное уравнение неявного вида в произвольном
частично упорядоченном пространстве. Определено понятие устойчивости поло-
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1. Введение

Разностные уравнения являются естественным описанием эволюции наблюдаемых
явлений, поскольку большая часть измерений времени дискретна. Разностные уравне-
ния также возникают при аппроксимации дифференциальных, интегральных и интег-
ро-дифференциальных уравнений. Одной из основных задач теории разностных уравне-
ний является определение условий устойчивости положения равновесия. Эта проблема
подробно исследована для автономных разностных уравнений явного вида

xn = F (xn−1), n = 1, 2, . . .

в пространстве Rn n -мерных вещественных векторов (см., например книгу [1], статью
[2] и приведенную в них библиографию). В настоящей работе изучается разностное
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уравнение неявного вида

Ψ(xn−1, xn) = ỹ, n = 1, 2, . . . , (1.1)

причем отображение Ψ действует в произвольных частично упорядоченных простран-
ствах. Исследования используют результаты об упорядоченно накрывающих отобра-
жениях, полученные в работах [3–6]. Отметим, что разностное уравнение вида (1.1) в
метрических пространствах исследованы в работах [7–10]. Применялись методы, осно-
ванные на теории накрывающих отображений метрических пространств (см. [11–14]).

2. Отображения частично упорядоченных пространств

Приведем вначале некоторые известные сведения об отображениях, действующих в
частично упорядоченных пространствах. Пусть X

.
= (X,≤), Y

.
= (Y,≤)− частично

упорядоченные пространства.
Элемент m ∈ X называется нижней границей множества U ⊂ X, если m ≤ x

при всех x ∈ U. Нижняя граница m0 множества V ⊂ X называется точной и обо-
значается m0 = inf U, если для любой нижней границы m этого множества выполнено
m0 ≥ m. Частично упорядоченное пространство X называют секвенциально полным,
если любая невозрастающая последовательность из этого пространства имеет точную
нижнюю границу.

Пусть задано отображение F : X → Y. Это отображение называют антитонным
на множестве U ⊂ X, если для любых x, u ∈ U из неравенства x ≤ u следует
неравенство F (x) ≥ F (u).

Будем обозначать: OX(u)
.
= {x ∈ X : x ≤ u}, [u, υ]X

.
= {x ∈ X : u ≤ x ≤ υ}.

Следующее определение предложено в [3, 4].

О п р е д е л е н и е 2.1. Отображение F : X → Y называется упорядоченно на-
крывающим множество V ⊂ Y, если для любого u ∈ X выполнено включение

OY (F (u)) ∩ V ⊂ F (OX(u)). (2.1)

Вложение (2.1) означает, что для любого u ∈ X и любого y ∈ V из неравенства
y ≤ F (u) следует, что найдется x ∈ X такой, что F (x) = y и x ≤ u.

Теперь сформулируем утверждение из [6] об антитонных возмущениях упорядоченно
накрывающего отображения. Полагаем заданными отображение Ψ : X2 → Y и элемент
ỹ ∈ Y.

Теорема 2.1. Пусть частично упорядоченное пространство X является секвен-
циально полным и выполнены следующие условия:
(a) для любого u ∈ X отображение Ψ(u, ·) : X → Y упорядоченно накрывает мно-
жество V

.
= {ỹ};

(b) для любого v ∈ X отображение Ψ(·, v) : X → Y является антитонным на мно-
жестве OX(v);

(c) отображение Ψ является замкнутым, то есть для любых невозрастающих по-
следовательностей {un} ⊂ X и {vn} ⊂ X, если при любом n = 0, 1, 2, . . . имеет
место Ψ(un, vn) = ỹ, то Ψ

(
inf {ui}, inf {vi}

)
= ỹ.
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Тогда, если для некоторого элемента x0 ∈ X выполнено Ψ(x0, x0) ≥ ỹ, то суще-
ствует последовательность {xn} ⊂ X такая, что

Ψ(xn, xn) ≥ ỹ, Ψ(xn−1, xn) = ỹ, n = 1, 2, . . . , (2.2)

и точная нижняя граница этой последовательности ξ = inf{xn} ∈ OX(x0) является
решением уравнения

Ψ(x, x) = ỹ. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку отображение Ψ(x0, ·) упорядоченно накрывает
множество {ỹ}, из заданного неравенства Ψ(x0, x0) ≥ ỹ следует существование элемен-
та x1 ∈ X такого, что

x1 ≤ x0, Ψ(x0, x1) = ỹ.

Так как отображение Ψ(·, x1) является антитонным, из неравенства x1 ≤ x0 получаем
Ψ(x1, x1) ≥ ỹ. Далее, так как отображение Ψ(x1, ·) упорядоченно накрывает множество
{ỹ}, существует элемент x2 такой, что

x2 ≤ x1, Ψ(x1, x2) = ỹ.

А в силу антитонности отображения Ψ(·, x2) имеем

Ψ(x2, x2) ≥ ỹ.

Рассуждая аналогично, по индукции будет получена невозрастающая последова-
тельность {xn} ⊂ X, для которой выполнены соотношения (2.2) Из секвенциальной
полноты пространства X следует существование точной нижней границы этой после-
довательности ξ = inf{xn}. Тогда, в силу предположения замкнутости отображения
Ψ, получаем равенство Ψ(ξ, ξ) = ỹ.

3. Неявное разностное уравнение первого порядка

Применим теорему 2.1 к исследованию разностного уравнения (1.1). Решением урав-
нения (1.1) назовем всякую последовательность {xn} ⊂ X, члены которой удовлетво-
ряют ему при любом n = 0, 1, 2, . . . . Решение уравнения (1.1), являющееся постоянной
последовательностью, называется положением равновесия. Отождествим постоянную
последовательность xn = ξ, n = 0, 1, 2, . . . , с ее элементом ξ. Таким образом, положе-
ние равновесия удовлетворяет уравнению (2.3), и для его нахождения применима теоре-
ма 2.1. Этим не исчерпываются возможности доказанного утверждения в исследовании
разностного уравнения (1.1). Построенная при доказательстве теоремы 2.1 итераци-
онная последовательность есть решение разностного уравнения (1.1). Таким образом,
получаем следующий результат.

Следствие 3.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.1. Тогда, если начальное
условие x0 ∈ X таково, что Ψ(x0, x0) ≥ ỹ, то существует решение разностного
уравнения (1.1), которое, кроме того, является невозрастающей в пространстве X

последовательностью, а точная нижняя граница этой последовательности есть по-
ложение равновесия уравнения (1.1).
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О п р е д е л е н и е 3.1. Положение равновесия ξ разностного уравнения (1.1) на-
зовем устойчивым, если для любого начального значения u0 ∈ X, обеспечивающего
неравенство Ψ(u0, u0) ≥ ỹ, существует решение {xn} разностного уравнения (1.1), удо-
влетворяющее условию x0 = u0, являющееся невозрастающей последовательностью,
точная нижняя граница которой совпадает с положением равновесия, то есть inf xn = ξ.

Следствие 3.2. Пусть для отображения Ψ : X2 → Y выполнены условия (a),

(b) и (c) теоремы 2.1. Тогда, если положение равновесия ξ разностного уравнения
(1.1) единственно, то оно является устойчивым.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, для любого элемента u0 ∈ X, обеспечива-
ющего неравенство Ψ(u0, u0) ≥ ỹ, согласно теореме 2.1 найдется решение {xn}, x0 = u0,

разностного уравнения (1.1), являющееся невозрастающей последовательностью, точ-
ная нижняя граница которой совпадает с положением равновесия. Так как положение
равновесия ξ единственно, то inf xn = ξ.

4. Неявное разностное уравнение m-го порядка

Теперь рассмотрим разностные уравнения второго и более высоких порядков.
Пусть задано натуральное m ≥ 2 — порядок разностного уравнения. По-прежнему,

обозначаем X, Y — заданные частично упорядоченные пространства, причем предпо-
лагаем, что пространство X секвенциально полное. На пространстве Xm определим
стандартный порядок: для x = (x1, . . . , xm) ∈ Xm, u = (u1, . . . , um) ∈ Xm полагаем,
что выполнено неравенство x ≤ u, если xi ≤ ui при всех i = 1,m. Также полагаем,
что заданы отображение Ψ : Xm+1 → Y и элемент ỹ ∈ Y.

Здесь рассматривается разностное уравнение

Ψ(xn−m, . . . , xn−1, xn) = ỹ, n = m,m+ 1, . . . . (4.1)

Определения решения уравнения (1.1) без каких-либо изменений переносятся на урав-
нение (4.1). А именно, решением уравнения (4.1) назовем всякую последовательность
{xn} ⊂ X, члены которой удовлетворяют ему при любом n. Решение уравнения (4.1),
являющееся постоянной последовательностью, назовем положением равновесия
и отождествим постоянную последовательность с ее элементом. Таким образом, по-
ложение равновесия удовлетворяет уравнению

Ψ(x, x, . . . , x) = ỹ. (4.2)

Для исследования проблемы существования решений неявного разностного уравне-
ния m -го порядка докажем следующее утверждение, являющееся распространением
теоремы 2.1 на случай m антитонных возмущений упорядоченно накрывающего отоб-
ражения.

Теорема 4.1. Пусть выполнены следующие условия:

(am) для любого u = (u1, . . . , um) ∈ Xm такого, что u1 ≥ u2 ≥ . . . ≥ um, отображение
Ψ(u, ·) : X → Y упорядоченно накрывает множество V

.
= {ỹ};



390 Т.В. Жуковская, И. А. Забродский, М. В. Борзова

(bm) для любого v ∈ X отображение Ψ(·, v) : Xm → Y является антитонным на
множестве OX(v) ;

(cm) отображение Ψ является замкнутым, то есть для любых невозрастающих по-
следовательностей {u1

n} ⊂ X, . . . , {um+1
n } ⊂ X, если при любом n = 0, 1, 2, . . .

имеет место Ψ(u1
n, . . . , u

m+1
n ) = ỹ, то Ψ

(
inf {u1

n}, . . . , inf {um+1
n }

)
= ỹ.

Тогда, если для некоторого вектора (x0, . . . , xm−1) ∈ Xm выполнены неравенства

x0 ≥ x1 . . . ≥ xm−1, Ψ(x0, x1, . . . , xm−1, xm−1) ≥ ỹ, (4.3)

то существует последовательность {xn} ⊂ X такая, что

Ψ(xn−m+1, . . . , xn, xn) ≥ ỹ, Ψ(xn−m, . . . , xn−1, xn) = ỹ, n = m,m+ 1, . . . , (4.4)

и точная нижняя граница этой последовательности ξ = inf{xn} ∈ OX(x0) является
решением уравнения (4.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку отображение Ψ(x0, x1, . . . , xm−1, ·) упорядо-
ченно накрывает множество {ỹ}, из неравенств (4.3) следует существование элемента
xm ∈ X такого, что

xm ≤ xm−1, Ψ(x0, x1, . . . , xm−1, xm) = ỹ.

Вследствие антитонности отображения Ψ(·, xm) получаем Ψ(x1, x2 . . . , xm, xm) ≥ ỹ. Да-
лее, так как отображение Ψ((x1, x2 . . . , xm, ·) упорядоченно накрывает множество {ỹ},
существует элемент xm+1 такой, что

xm+1 ≤ xm, Ψ(x2, x1) = ỹ.

А в силу антитонности отображения Ψ(·, xm+1) имеем

Ψ(x2, x3 . . . , xm+1, xm+1) ≥ ỹ.

Рассуждая аналогично, по индукции будет получена невозрастающая последова-
тельность {xn} ⊂ X, для которой выполнены соотношения (4.4) Из секвенциальной
полноты пространства X следует существование точной нижней границы этой после-
довательности ξ = inf{xn}. Тогда, в силу предположения замкнутости отображения
Ψ, получаем равенство Ψ(ξ, . . . , ξ) = ỹ.

Следствие 4.1. Пусть выполнены условия теоремы 4.1. Тогда, если начальное
условие (x0, . . . , xm) ∈ Xm таково, что выполнены неравенства (4.3), то существует
решение разностного уравнения (4.1), которое, кроме того, является невозрастающей
в пространстве X последовательностью, а точная нижняя граница этой последова-
тельности есть положение равновесия уравнения (4.1).
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О п р е д е л е н и е 4.1. Положение равновесия ξ разностного уравнения (4.1) на-
зовем устойчивым, если для любого начального значения (x0, . . . , xm−1) ∈ Xm, такого,
что выполнены неравенства (4.3), найдется решение {xn} ⊂ X разностного уравне-
ния (4.1), являющееся невозрастающей последовательностью, точная нижняя граница
которой совпадает с положением равновесия, то есть inf xn = ξ.

Следствие 4.2. Пусть для отображения Ψ : Xm+1 → Y выполнены условия (am),

(bm) и (cm) теоремы 4.1. Тогда, если положение равновесия ξ разностного уравнения
(4.1) единственно, то оно является устойчивым.

Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения аналогично доказательству соответ-
ствующего результата для уравнения первого порядка — следствия 3.2.
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Abstract. We consider implicit difference equations in partially ordered spaces. We
define the notion of a stable equilibrium point. The conditions of the stability is
obtained. The study is based on the theory of partially ordered mappings.
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